Opgaveformulering

Redegeor for perioden 340 — 280 f.kr. med sarligt fokus pa forholdene for Euklid i Alexandria, ligesom ogsa
centrale elementer i graesk videnskab inddrages.

Indfer Euklids Elementer. Du skal bl.a. komme ind pa strukturen i bagerne, og begreber som aksiomer, po-
stulater, definitioner og deduktion. Gennemga i detaljer 2 af de forste satninger i bog 1 i Elementerne. Desu-
den onskes Euklids bevis for konstruktionen af det gyldne snit behandlet.

Analyser og vurdér Elementernes indflydelse i den sene middelalder og overgangen til ren@ssancen.
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Indledning

Antikkens Grakenland husede nogle af de sterste teenkere, vi har haft siden tidernes morgen, sdsom
Platon og Aristoteles, hvis filosofilere stadig runger verden over i dag. Det er dog ikke kun den
karakteristiske filosofi, graekerne huskes for, men ogsé andre laerde, der har veret kendetegnende
for fremtidig videnskab. En af disse leerde var matematikeren Euklid, hvis hovedvark “Elementer-
ne” var banebrydende inden for det matematiske omrade, og det er netop Euklid og hans ”Elemen-
terne,” der er fokus for denne opgave.

I den forste del af opgaven geres der rede for perioden 340 — 280 f.Kr. i antikken med saerligt
fokus pé forholdene for Euklid i Alexandria, samt inddrages andre centrale elementer i gammel
graesk videnskab sdsom en del af den filosofi, der dannede basis for Euklids arbejde.

Dernast indferes ”Elementerne” i opgaven, hvor Euklids matematiske metode vil vaere i fokus.
Herunder vil strukturen i bagerne blive undersegt og begreber som aksiomer, postulater, definitio-
ner og deduktion vil blive forklaret. Desuden gennemgés beviserne for de to ferste setninger i Euk-
lids bog I i detaljer, samt beviset for en af Euklids mere avancerede konstruktioner, nemlig det
gyldne snit.

Til sidst analyseres og vurderes “Elementernes” indflydelse senere i tiden, nemlig i perioden om-
kring senmiddelalderen og overgangen til renassancen, herunder med fokus pa de omrader, hvor

“Elementerne” gjorde sig gaeldende i denne tidsperiode.

Antikken 1340 f.Kr. — 280 f.Kr.
Perioden mellem 340 f.Kr. og 280 f.Kr. gar ind under den antikke tidsperiode, der bliver betegnet

som hellenistisk tid. Hellenismen er i dag betegnelsen for den kultur og tenkning, der efterfulgte
den klassisk graske, og den strakker sig i tid fra Alexander den Store (356-323 f.Kr.) frem til ro-
mersk kejsertid ved Augustus, 31 fKr.! Det var en tid, hvor Alexander den Store skabte et kortva-
rigt verdensrige, hvor verdens kulturelle midtpunkt flyttede sig fra Athen til Alexandria, og hvor
brugen af naturvidenskab opblomstrede. Det var ogsé i denne periode, at Euklid (325 — 265 f.Kr.)
levede og skrev sit beromte vaerk “Elementerne” omkring 300 f.Kr. Nu geres der rede for denne del
af den hellenistiske tid, altsé perioden mellem 340 f.Kr. og 280 f.Kr. med fokus pa forholdene for
Euklid i Alexandria, men ogsd med inddragelse af den graeske videnskab, der kom forud for Euklid

i form af Platons og Aristoteles’ filosofi.
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Kort om Grakenland inden 340 f.Kr.
Grakenland havde sin storhedstid fra ca. 500 f.Kr. til 340 f.Kr., altsa ca. klassisk tid. Det var inden
for denne periode, at demokratiet i Athen og andre graeske poleis (bystater) blev videreudviklet for
til sidst at blive stabiliseret i det 5. &rhundrede f.Kr..*> Athen havde af samme arsag vaeret den poli-
tisk savel som kulturelt forende by i lange perioder. Desuden husede Athen ogsé nogle af datidens
store tenkere, som Platon (ca. 427-347 f.Kr.) og Aristoteles (384-322 f.Kr.). Verd at naevne er
ogsé perserkrigene, der er den samlede betegnelse for de krige og slag, der udspillede sig mellem
Grakenland og Perserriget mellem ca. 492 - 449 f Kr. samt de peloponnesiske krige mellem riva-
lerne Athen og Sparta i bade 462 — 446 f.Kr. og 1431 — 404 f.Kr. Efter disse krige var Athen i
leengden hverken 1 stand til at holde sammen pa de graske stater eller til at havde sin stilling over
for de omgivende ikke-greeske stater og kunne altsé ikke fungere som forerstat i middelhavsomra-
dets storpolitik mere. Der fulgte forst en periode mellem 404 — 371 f.Kr. hvor Sparta var forerstaten,
hvorefter Theben overtog posten mellem 371 — 362 f.Kr.>

Byerne i det mellemste og sydligste Greekenland var blevet mere afth@ngige af Makedonien i lo-
bet af 300-tallet,” og mellem 362 — 338 f.Kr., altsé i de ca. 24 &r op til den periode, vi fokuserer pa,
var Makedonien forerstaten i middelhavsomradet. Fillip II var konge af Makedonien fra 355 f.Kr.,’
og ved at skabe en enormt sterk haer og dermed gore Makedonien til en militer stormagt, dannede

han basis for det storrige, der gik i arv til hans egen sen, Alexander den Store.

Alexander den Store og Alexandria

Alexander den Store levede i 356 — 323 f.Kr. og blev konge af Makedonien efter sin far i 336 f.Kr.,
hvilket han vedblev at vaere helt frem til sin ded. De graeske stater var allerede blevet underlagt Ma-
kedonien under Fillip II, og sammen dannede de et storgreesk forbund, som under Alexanders ledel-
se genoptog den gamle krig mod perserne. De felttog, Alexander sammen det graeske storforbund
foretog mod perserne og store dele af den gstlige middelhavsverden, endte succesfuldt, og snart
havde Alexander erobret Lilleasien, Syrien, Egypten, Babylonien og Persien, som alle kom under
graesk herredomme.® Disse udgjorde tilsammen Alexander den Stores storrige, som dog havde en

kort levetid, idet riget efter hans ded blev delt i fem dele og tilfaldt Alexanders generaler. Resultatet
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var derefter, at Perserriget var knust, de graske poleis var blevet oplest, og kontakten mellem ost og
vest var i kraftig vaekst.

Alexander havde haft den anerkendte filosof Aristoteles som larer, hvilket havde bevirket, at
Alexander var blevet dybt inspireret af graekernes kultur. Hans vision var et verdensomspandende
statsforbund, som skulle vere praeget af den graeske kultur og and, og derfor medforte hans felttog
ogsé en heftig udbredelse af de graeske vardier. Alexander forsegte blandt andet at realisere sin
vision ved at forene de forskellige dele af sit rige via handel, og derfor grundlagde han en raekke
nye byer og skabte infrastruktur i form af nye veje, havne, broer og fyrtarne. Det er netop den blan-
dingskultur af ostligt og vestligt, der opstod i takt med den egede handel, vi kalder hellenistisk.”

En af de nye byer, Alexander grundlagde, var den store by Alexandria i Egypten. Alexandria blev
hurtigt den hellenistiske verdens nye kulturelle centrum, hvor det tidligere havde veret Athen. De
forste ptolemaeerkonger (De egyptiske konger mellem 305 — 30 £.Kr.*) var betydelige tilhengere af
litteratur og kunst, hvilket betad, at de brugte store summer pa at anlegge et bibliotekskompleks
kaldet Mouseion 1 Alexandria samt pa at indkebe skrifter dertil. Dette bibliotek udviklede sig imid-
lertid til en forsknings- og laereinstitution, der blev samlepunktet for hellenismens leerde i form af
astronomer, geografer, biologer, matematikere, landmaélere, leeger og teknikere, og da antallet af
indsamlede skrifter pa biblioteket var pa sit hejeste, skulle det have rummet over en halv million
skrifter. Samlingen af al den gamle graeske videnskab og filosofi gjorde det muligt for de laerde at
gennemga og bearbejde samtlige idéer inden for videnskaben og filosofien, der havde varet gennem
de sidste drhundreder. Det er blandt andet grundet de leerdes arbejde med systematisk at sortere,
udvelge og kopiere oldgamle verker, at vi 1 dag kan leese antikke tekster sasom Odysseus og Ilia-

den.’ Saledes blev Alexandria altsd ogsa det intellektuelle samlingssted i verden under hellenismen.

Euklid, Matematik og Videnskaben

En af de betydningsfulde lerde, der var kommet til Alexandria under denne periode, var Euklid.
Euklid levede omkring 330 — 270 f.Kr. og var en af antikkens storste matematikere. Det er ikke me-
get, man ved om Euklid i dag, men man mener, at han har modtaget sin matematiske lere i Athen
fra Platons elever pa Platons Akademi, da mange af de matematikere, hvis arbejde Euklid byggede

sit veerk ”Elementerne” pa, havde gaet pa denne skole.'” Derudover ved man med sikkerhed, at
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Euklid underviste pd Mouseion, og at han er forfatter til et af de vigtigste vaerker inden for geome-
trien, nemlig “Elementerne, ” som vil uddybes senere i opgaven.

Matematik var en af de mest dyrkede videnskaber i Alexandria, og netop Mouseion udgjorde en
vasentlig forudsatning for, at matematikken kunne udvikle sig. For det forste satte de forste ptole-
maer som navnt litteraturen hejt, og derfor indkebte de en samling af de bedste skrifter fra det
klassiske Grakenland, det oldgamle Egypten samt de gamle hebraiske og babylonske tekster, og
faktisk instruerede ptolemeerne ogsa sekaptajnerne i at sege nye boger, nar de var ude i verden."!
Det gav de leerde mulighed for at bearbejde al den tidligere videnskab og filosofi, og matematikerne
fik altsa rig mulighed for at videreudvikle tidligere matematiske tanker. For Euklid betod det blandt
andet, at han havde adgang til alle de tidligere tanker og idéer, som han har sammenfattet og bygget
“Elementerne” pa. For det andet skabte Mouseion et miljg, der lod de leerde, derunder matematiker-
ne, studere i en intellektuel atmosfere, der ikke var praeget af hverken politiske eller religiose ret-
ninger.'? Der var altsa heller ingen begransninger for de videnskabelige studier, der blev udviklet
inden for Mouseion.

Ud over matematikken var geografi, astronomi og medicin nogle af de mest dyrkede videnskaber
i Alexandria under hellenismen, og isa@r astronomerne og geograferne arbejdede taet sammen. Der-
udover spillede matematikken i form af geometrien ogsé en vesentlig rolle i samarbejdet, da man
pa baggrund af praktiske jordméalingsteknikker udviklede en mere teoretisk avanceret jordmélings-
kunst, hvor der var mere fokus pa den geometriske form frem for materialet i jorden.'’ Matemati-
kerne 1 Alexandria lerte desuden at veerdsatte sakaldte “kanoner,” altsa forskrifter om ’det skenne”
i form af ideelle figurer, og derfor sogte de at skabe mere harmoniske menstre i sine matematiske

beviser samt at udtrykke skenheden visuelt i geometriske former.'*

Platon, Aristoteles og Filosofien

Nér man snakker oldgraesk videnskab, er filosofien et emne, der er svaert at komme udenom. Platon,
der levede ca. 427-347 f.Kr. og hans elev Aristoteles, der levede 384-322 f.Kr. var to af antikkens
mest betydningsfulde filosoffer, og selvom ingen af dem huskes som matematikere i dag, sa danne-
de deres filosofi basis for greekernes senere revolutionerende matematik. Platons akademi var blandt

andet centeret for matematik- og filosofistudier i Athen, for Alexandria blev det nye intellektuelle
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samlingspunkt, og Platon havde ségar indskrevet folgende over indgangen til sit akademi: "Lad
ingen uden kendskab til geometri fi adgang her.”””

Béde Platon og Aristoteles bidrog til at udvikle den metode for geometriske beviser, Euklid be-
nytter sig af, selvom begge filosoffer herer til tiden for Euklid og hellenismen. Selve metoden ud-
dybes senere, men meget groft sagt gar den ud pa at bevise en pastand ved logisk argumentation.
Platon ville gerne have udviklet denne teori for beviser, da han enskede en modsetning til ’sand-
synlighed og mening.” Platon satte dog dialektik (en filosofisk metode, hvor man igennem en ud-
veksling af pastande og modpéstande nar frem til en konklusion)'® hgjere end matematiske beviser,
da han mente, at kun gennem dialektikken kunne man opna erkendelse, da, lidt abstrakt formuleret,
sandheden er sandere end matematikken.'” Aristoteles afviste Platons teori om en verden af ideelle
former og satte matematiske beviser hgjere end dialektikken. Han var iser interesseret i logiske
forhold, og derunder arbejdede han med netop logisk og deduktiv argumentation. Aristoteles var
den forste til at udvikle en “formel logik,” ogsé kaldet syllogisme, som er en slutningsteori, hvor
man kun er interesseret i, hvad man kan udlede ud fra preemisserne, og derfor ikke sandhe-
den/holdbarheden i samme.'® Det er netop Aristoteles’ teorier om disse argumentationsformer, som

Euklid har baseret sit arbejde pa."”

Euklids arbejde med blandt andet ”Elementerne” bygger altsd pd tidligere greeske matematikeres og
filosoffers tanker og idéer, herunder Platons og Aristoteles’. Efter at det kulturelle centrum flyttede
fra Athen til Alexandria, og ptolemaeerne fik Mouseion opfert, var forholdene for alle lerde perfek-
te til at studere og til arbejde videre pa deres forgangeres idéer. Der var sdledes mange forudsaet-
ninger for, at vi i dag kan lase Euklids ”Elementerne,” og det er netop det verk, hvis metoder og

grundidéer, der er centrale i naste del af opgaven.

5 »Horisonter s. 16”
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Euklids ”Elementerne” (ca. 300 f.Kr.)

Vi har efterhanden faet sldet fast, at "Elementerne” af Euklid er et af de vigtigste verker, der no-
gensinde er blevet skrevet inden for matematikkens verden. Man mener, at ”Elementerne” blev til
omkring 300 f.Kr., men originaludgaven eksisterer ikke leengere.”” De 13 boger, som “Elementer-
ne” bestdr af, er mere end summen af de tidligere matematikeres arbejde, den er bygget pé, og har
dermed overflediggjort alle tidligere ’elementer,” altsa grundleeggende geometriske leresatninger,
der er blevet skrevet. Begrebet “element” skal forstds som elementer i form af “nedvendige dele”
eller "byggesten,””' men hvordan er Euklids “Elementerne” egentlig bygget op og hvad er grund-
idéerne bag den? Nu indferes Euklids "Elementerne” ved hjalp af ”Vol. I: Euclid: The Thirteen
Books of the Elements,” som indeholder de to forste af de i alt 13 beger, “Elementerne” dekker
over. Denne del vil primart omhandle Euklids bog I, da det er i denne, at Euklids grundidéer bliver

praesenteret.

Opbygningen af boegerne: Definition, Postulat, Aksiom og Deduktion

“Elementerne” bestar af 13 bogruller, som kan inddeles i tre ovre kategorier, nemlig plangeometri
(Bog I, IL, II1, IV, V samt X), Aritmetik, som egentlig betyder ganske almindelig regning (Bog VII,
VIII og IX) og geometri i rummet, (Bog XI, XII og XIII)** og generelt omhandler de studiet af
geometriske figurer sdsom firkanter, cirkler, trekanter og linjer. Man kan nasten sige, at "Elemen-
terne” starter ’in medias res,” idet nar man slar op pa ferste side i bog I ikke finder en form for ind-
ledning eller forklaring til bogens videre indhold, men derimod overskriften “Definitioner,” hvor-
under der selvfolgelig star en reekke af disse sdkaldte definitioner.

Definitioner er et af negleordene i strukturen i ”Elementerne” sammen med andre begreber som
aksiomer og postulater, da Euklid lavede et matematisk system for geometri, der indledes af netop
de tre begreber. Tilsammen udger de et meget praecist grundlag for geometrien.

Som det forste i bogen er der 23 definitioner. Definitionerne er med til at pracisere betydningen
af fx en linje eller et punkt, s& man ikke er i tvivl om, hvilke objekter med hvilke funktioner, som
der refereres til senere 1 begerne. De to ferste definitioner lyder: "Et punkt er det, som ikke kan de-
les,” og "En linje er en leengde uden bredde.” og saledes fortsatter listen af definitioner med at

definere flader, cirkler osv.”

20 »Matematik Historie” s. 28
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Dernast kommer Euklids fem postulater. Et postulat er en ubevist pastand, og Euklids fem po-
stulater er altsa geometriske pastande, der ikke kan bevises, men simpelthen antages for at vere
sande, idet de der “’selvindlysende.” De to forste postulater lyder: “Der kan treekkes en linje fra et
hvilket som helst punkt til et hvilket som helst punkt.” og ”En begreenset ret linje kan forleenges i en

» 2% De tre forste postulater bygger pa konstruktioner med passer og lineal,

ret linje uden afbrydelse.
hvilke var vigtige for grekerne, da disse verktejer kunne overbevise dem om, at geometriske objek-
ter eksisterede i den virkelige verden.”

Aksiomer, som kommer efter postulaterne, er en form for postulater og vice versa. Ligesom po-
stulaterne er aksiomer ogsa forudsatninger, der antages for at vaere sande, men som ikke kan bevi-
ses. Det, der adskiller aksiomerne fra postulaterne, er, at postulaterne omhandler geometriske pa-
stande, mens aksiomerne daekker over mere ”almindelige begreber” sasom aksiom 2: "Hvis lige
store storrelser leegges til lige store storrelser, er summerne lige store.” eller aksiom 5 (senere ak-

2926

siom 8): "Det hele er storre end en del af det.””” Euklid lavede oprindeligt kun fem aksiomer, men

man har senere tilfojet fire til, s& der i dag er ni aksiomer i alt, ndr vi snakker Euklids geometri.

Nér Euklid opstillede disse definitioner og ubeviste forudsatninger i form af aksiomer og postula-
ter, var det som sagt grundlaget i et matematisk system, hvor resten bestod af sikaldte scetninger.
Disse satninger er blevet udledt ved den metode, man kalder deduktion. 1 begrebet ”deduktion”
ligger betydningen: “En logisk folgeslutning, hvor man slutter fra det almene til det specielle.””’
Man har altsd nogle grundantagelser, hvorudfra man slutter en konklusion. Euklid dannede alts&
disse grundantagelser i form af sine postulater og aksiomer, hvorefter han sluttede omkring 467
“konklusioner,” han kaldte setninger eller, med finere ord, teoremer. Euklid udviklede denne aksi-
om-deduktive metode ud fra Aristoteles’ tidligere teorier om logiske slutningsforhold.*® Euklids

metode adskiller sig selvfolgelig fra den formelle logik, idet sandheden i Euklids grundantagelser er

vaesentlige for hans arbejde.

“Elementerne” behandler altsa geometrien ved deduktion ud fra sine postulater og aksiomer, som

forer til en enorm mangde af s@tninger. Euklids metode vil nu blive klargjort ved en gennemgang

#* «Buyclid” s. 195-202 og "Q.E.D.” s. 54
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af de to ferste s@tninger i bog I, som omhandler trekanter og vinkler uden parallelle linjer, samt

Euklids bevis for konstruktionen af det gyldne snit.

Szetning 1 i Euklids bog I*’
Satningen lyder: At konstruere en ligesidet trekant pd en given begreenset ret linje.”
- Der folger af denne s@tning altsa et bevis for en metode til at konstruere en ligesidet trekant pa en

vilkarlig begraenset ret linje.

Bevis:

Vi har en vilkérlig ret linje, som vi kalder AB.

A- ‘B

Dette er den “givne begrensede linje” i se@tningen, som vi vil konstruere en ligesidet trekant pa.
Nu gar vi i gang med det egentlige arbejde, nemlig selve konstruktionen af den ligesidede tre-

kant. Dette gores ved, at vi tegner to cirkler sledes:

C

2 »Buclid” s. 241 el. "Q.E.D.” s. 54
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Vi har ladet punktet A vaere centrum af cirklen BCD, punktet B er centrum af cirklen ACE, og lin-
jen AB svarer til begge cirklernes radius. Dette kan man gere grundet Euklids tredje postulat, som
siger: "Der kan tegnes en cirkel med et hvilket som helst centrum og en hvilken som helst afstand
som radius.”

Som en sidste tilfojelse pd vores figur indsetter vi to rette linjer, der gar fra hhv. A til C, som er
det gverste skaringspunkt for de to cirkler pa tegningen, og fra B til C, hvilket man kan, nér man
henviser tilbage til det forste postulat, der siger, at der kan treekkes en linje fra et hvilket som helst

punkt til et hvilket som helst punkt. Den endelige figur ser altsa saledes ud:

C

Da punktet C ligger pa cirklen CDB, hvor A er centrum, er linjen AC altsa ogsé lig radiussen AB,
idet alle linjer, der treekkes fra cirklens centrum til et givent punkt pé cirklens periferi, er lige lange
ifolge definition 15. Det samme gelder for linjen BC, der altsa ogsa er lig AB, da B er centrum 1
cirklen ACE, p4 hvis periferi punktet C ogsé ligger. Vi har altsé |AC| = |AB| og |BC| = |AB|.

Hertil indferer vi sa det forste aksiom, der siger, at sterrelser, der er lig en og samme tredje, er
indbyrdes lige store, sd idet bade AC og BC er lig AB, ma |AC| = [BC|. Altialter |AB|=|AC| =
IBC|, hvilket vil sige, at de tre linjer, AB, AC og BC er lige lange.

Det vil altsa sige, at trekant ABC er ligesidet, idet en ligesidet trekant defineres som en trekant
med tre lige lange sider ud fra definition 20, og denne blev konstrueret pé vores vilkarlige rette linje

AB. Q.E.D. ("Quod erat demonstrandum,” som betyder: ”Hvilket skulle bevises.”)"’

0»QED.”s. 3
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Szetning 2 i Euklids bog I’'

Satning 2 lyder: "Ved et givet punkt at anbringe en ret linje, som er lig en given ret linje.”

- Vi vil altsé bevise, at man kan anbringe en ret linje ud fra et givent punkt, som skal vaere magen til

en anden ret linje, der er givet i forvejen. Denne gang vil jeg, for at undgd gentagelser, henvise til-

bage til fornavnte definitioner, postulater og aksiomer i en parentes i stedet for at beskrive hver

enkelte af disse.

Bevis:

Vi lader et punkt A vaere det givne punkt i saetningen, og linjen BC lader vi vaere den givne linje:

C

B
Ae
Der skal nu traekkes en ret linje fra punktet A, som er lig linjen BC.

Til at begynde med traekker vi en linje fra A til B (Post. 1), og p@ denne linje konstruerer vi en
ligesidet trekant ABD med den metode, vi netop beviste i s@tning 1. De to nye sider, der frem-
kommer ved den ligesidede trekant, nemlig AD og BD, forlenges med henholdsvis AE og GF.
(Post. 2)

31 Buclid” s. 244 og "Q.E.D.” 5. 55
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E

Dernest vil vi tegne en cirkel CGH, hvor B er centrum, og BC er radius, samt en storre cirkel GLK,

hvor D er centrum, og DG er radius. (Post. 3 for begge udsagn):

Dette er vores endelige figur, hvorudfra vi kan konkludere at, da B er centrum i den mindre cirkel
CGH, ma linjen BC vere lig linjen BG. (Def. 15) Desuden er D centrum i den storre cirkel GLK, sa
linjerne DL og DG er altsd ogsé lig hinanden. Aksiom 3 siger endvidere, at hvis lige store storrelser
traekkes fra lige store storrelser, er resterne lige store, sa idet de to sider AD og BD af den ligesidede
trekant traekkes fra hhv. linjerne DL og DG, sé er resterne AL og BG ogsa lig hinanden. Vi har altsd
BC =BG og AL = BG, hvoraf der si folger, at BC = AL. (Aks. 1)

13



Vi har altsa anbragt en ret linje AL fra vores givne punkt A, som er lig vores givne rette linje BC.

QED.

Det Gyldne Snit (Setning 11 i Euklids bog )™
Satningen siger: "At dele en given ret linje sdledes, at det rektangel, der indesluttes af hele linjen
og det ene af stykkerne, er lig kvadratet pa det andet stykke.”
- Vi skal altsé dele en given ret linje 1 to dele sdledes, at kvadratet pé den sterste del er lig det rek-
tangel, der indesluttes af hele den rette linje og den mindste af delene. Hvis vi fx har en given ret
linje AB, som bliver delt i to stykker i punktet H, hvoraf stykket AH er den store del, og BH er det
mindre stykke, s& skal det pa matematisk sprog altsa galde, at |AH|* = |AB| * [BH].

Til dette bevis bliver der ikke henvist tilbage til anvendte definitioner, postulater og aksiomer,

men derimod kun de s@tninger, der bliver benyttet igennem konstruktionen.

Bevis:

Vi lader linjen AB vere vores givne rette linje, som vi vil dele i to stykker:

A———B

Vi begynder med at tegne et kvadrat ABDC pé linjen AB:
A B

C D

Derefter deler vi siden AC i to halve i punktet E, og fra dette punkt traekker vi en linje til B. Deref-

ter forleenger vi sa siden AC op til punktet F, sdledes at linjen EF er lig EB:

32 Euclid” s. 403 og "Q.E.D.” s. 94
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E

C D
Herefter kan vi sa tegne et kvadrat pd AF, hvor vi forlenger AF’s parallelle side kaldet GH ned til
linjen CD 1 punktet K:

C D

K

Dette er sa vores endelige figur. De to markerede omrader er hhv. det kvadrat og det rektangel, vi

vil pasta, er lig hinanden, og er altsd H det punkt, vi skal dele linjen i for, at s@tningen kan opfyldes.

Hvis vi ser tilbage pa satning 6 i bog 11, s& hedder denne: "Hvis en ret linje halveres og en anden
ret linje afscettes i forleengelse af den, sa er det rektangel, der indesluttes af hele linjen med forlcen-
gelsen og forleengelsen, plus kvadratet pa halvdelen, lig kvadratet pd den rette linje, der er sam-
mensat af halvdelen og forleengelsen.” Det folger altsé 1 vores figur, at da den rette linje AC er hal-
veret i E, og FA er sat i forlengelse af samme linje, sa er rektanglet, der indesluttes af hele linjen
med forlengelsen CF og forlengelsen FA, plus kvadratet pd halvdelen AE lig kvadratet pd EF,
dvs.: |CF| * [FA| + |AE[* = |[EF|?

Sa husker vi pa, at EF er lig EB, hvoraf der sa folger, at kvadratet pd EB ogsa er lig rektanglet,
der indesluttes af CF og FA, plus kvadratet pa AE, dvs. |EB* = [CF| * [FA| + |AEJ

Dernest henviser vi tilbage til Euklids satning 47 1 Bog I, der siger: "I en retvinklet trekant er
kvadratet pa den side, der ligger over for den rette vinkel, lig summen af kvadraterne pa de sider,
der indeslutter den rette vinkel.” 1 vores figur er der en trekant ABE at finde, hvor vinklen A er ret,
sa det geelder altsa, at kvadratet pa trekantens hypotenuse BE er lig summen af kvadraterne pa de to

kateter, AE og AB. Dvs.: |EB|* = |AE|* + |ABJ*.
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EB var ogsé lig rektanglet, der indesluttes af CF og FA, plus kvadratet pd AE, hvilket séledes
ogsa er lig summen af kvadraterne pd AE og AB. Derfor: |CF| * [FA| + |AE|* = |AB|* + |AE|>. Der-
nzest kan vi trekke kvadratet pd AE fra pa begge sider af lighedstegnet, si vi har: |[CF| * [FA| = |AEJ*
Altsé er kvadratet pa AE lig det rektangel, der indesluttes af CF og FA.

Vi kalder det rektangel, der indesluttes af CF og FA for FK, da |[FA| = |FG|, og kvadratet pa AB
kalder vi AD. Da FK = |CF| * [FA| og AD = |AE[*, folger det altsa, at FK er lig AD. Derefter traek-
ker vi det feelles rektangel AK, der indesluttes af linjerne AC og CK, fra bdde FK og AD, sa rester-
ne er kvadratet FH og rektanglet HD, der dermed ogsé er lig hinanden.

Til sidst ser vi, at rektanglet HD er indesluttet af AB og BH, da linjen AB ogsa er lig linjen BD,
altsa er HD = |AB| * |BH|, og vi ser, at FH er kvadratet pa AH, altsd FH = |AH[*. Derfor folger det
at, da HD = FH, er |AB| * [BH| = |AH|".

Alt 1 alt har vi altsé fiet delt den givne rette linje AB 1 punktet H sdledes at, det rektangel, der
indesluttes af AB og BH, er lig kvadratet p4 AH. Nemlig |AH|> = |AB| * [BH|. QED.

Euklids Metode
For at opsummere Euklids metode til at lave beviser, sd er anvendelsen af hans matematiske system
tydeligt. I de to forste beviser for Euklids to forste saetninger finder man beleeg for alt, der bliver
tegnet og sluttet gennemgéende ved henvisninger tilbage til de grundleeggende definitioner, postula-
ter og aksiomer. Efterhdnden som Euklid far bevist et solidt antal s@tninger og nér til de mere avan-
cerede beviser og konstruktioner, sdsom beviset for det gyldne snit, begynder han at henvise tilbage
til tidligere setninger, og disse se@tningers beviser henviser muligvis ogsé tilbage til andre satnin-
ger, og saledes kan det fortsatte, indtil vi ndr til grundlaget for Euklids geometri i form af definitio-
nerne, postulaterne og aksiomerne. Det er altsa dette matematiske system i form af kader af satnin-
ger, der henger sammen og dannes ud fra det samme grundlag, som gjorde Euklid til en af antik-
kens mest skarpsindige matematikere.

Derudover er det veerd at leegge maerke til, hvordan Euklids metode adskiller sig fra vores nutidi-
ge matematiske metode. Euklid benytter sig af lange “’kringlede” formuleringer, hvilket s@tningen
for det gyldne snit er et udmaerket eksempel pa. Det er forholdsvist svert at forestille sig, hvad der

menes med, ’at dele en given ret linje sdledes, at det rektangel, der indesluttes af hele linjen og det
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ene af stykkerne, er lig kvadratet pa det andet stykke,” sa i dag forenkler vi sddanne formuleringer

ved at omskrive til algebra, ligesom vi omdannede denne sztning til:  |[AH|* = |AB| * [BH].”

Som en afsluttende anekdote om “Elementerne” kan der fortelles, at den forste ptolema efterlyste
en lettere vej til geometrien end Euklids elementer, men som Euklid svarede: "Der er ingen royal

s.

vej til geometri.””” Dette har vist sig at vaere rigtigt, idet ingen andre veaerker om geometri synes at
have overgéet "Elementerne,” som stadig anvendes i geometrien i dag. Det er netop den effekt, som
“Elementerne” havde pé tiden mange drhundreder efter sin oprindelse, der er central for sidste del af

opgaven.

”Elementerne” 1 Senmiddelalderen og Overgangen til Renassancen

I antikken havde man mange guder, men man gjorde ikke meget i teologiske studier. I middelalde-
ren havde man til gengald kun én gud, mens teologien preegede denne periode mere end nogensin-
de, og i ren@ssancen fik den naturvidenskabelige revolution sit gennembrud. Der synes umiddelbart
at vaere en bred kloft mellem tro og faktisk viden, men er springet fra det at vide og at tro egentlig
sa stort endda? “Elementerne” var et af de mange videnskabelige varker fra antikken, der blev gen-
opdaget under renassancen, og det er netop dens effekt i en periode, hvor teologien synes vigtigere
end viden, der er baseret pa naturvidenskabelig fakta, der nu skal analyseres, altsa ”Elementernes”

indflydelse i den sene middelalder og overgangen til renassancen.

Troen i Middelalderen og Antikkens Genopdagelse
Middelalderen streekker sig ca. over drene 500 e.Kr. til 1350. Navnet "Middelalderen” kommer af,
at det er en periode mellem to andre, antikken og ren@ssancen, hvis periodedefinerende hejdepunk-

ter fik middelalderen til at fremstd som en uinteressant mellemperiode, hvilket man senere har &n-

3 Euclid” s. 1
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dret mening om grundet bade teknologiske og kulturelle fremskridt i middelalderen, der har haft
betydning for det Vesteuropa, vi kender i dag. **

I middelalderen begyndte rekonstruktionen af den viden, man havde indsamlet i antikken, men
dette skete pd middelalderens egne praemisser, som primert var blevet skabt af kristendommen og
dens institutioner. I Europa besad kirken en enorm magt i middelalderens samfund, og den havde
saledes naermest monopol pa al viden og leerde skrifter.*> Derfor blev teologiske studier naturligvis
prioriteret hojere end naturvidenskabelige i mange ar, og det var altsd primart biblen, man undervi-
ste 1, hvilket stdr i skarp kontrast til dengang i hellenismen, hvor de lerde studerede i et milje, der
ikke var begranset af religion.

Antikkens genopdagelse begyndte med arabernes oversettelser af gamle graske varker. Efter
Romerrigets sammenbrud i 400-tallet blev den klassiske kultur spredt for alle vinde, og dens varker
blev opbevaret i forskellige leerdomsinstitutioner i de arabiske lande, fx Bagdad eller Cairo. Om-
kring ar 800 begyndte arabiske leerde at indsamle og oversatte disse vaerker og i lebet af 200 ar var
en vesentlig andel af de gamle graeske varker blevet oversat til arabisk, heriblandt ”Elementerne”
af Euklid og varker af Aristoteles. Omkring dr 1000 begyndte man endvidere at oversatte intensivt
fra bade graesk og arabisk til latin, som var de vesteurop@iske lerdes sprog i middelalderen, hvor
det i antikken havde varet greesk, og disse oversattelser begyndte hurtigt at cirkulere i Vesteuropa.
%% Saledes fandt ”Elementerne” sammen med en stor andel af den gamle graeske viden altsa frem til

senmiddelalderens Vesteuropa.

Oprettelsen af Universiteter og Quadrivium

En af konsekvenserne af antikkens genopdagelse var grundleggelsen af nye vesteuropaiske univer-
siteter. For havde undervisningen fundet sted pa klosterskolerne, hvor man selvfelgelig underviste
med en bibel i hdnden. Fra det 11. drhundrede begyndte der at opst katedralskoler, der var tilknyt-
tet domkirkerne, i storbyerne sdsom Paris og Salamanca, og pa disse skoler underviste man i de nye
arabiske og graske oversattelser. Det blev hurtigt populaert blandt de unge at blive undervist i an-
tikkens oldgamle skrifter, sa antallet af studerende voksede hastigt. Omkring ar 1200 samlede de
studerende i Paris sig i et universitet, hvilket katedralskolen i Paris havde dannet basis for. Dette

universitetssystem bredte sig hurtigt gennem 1200- og 1300-tallet, og i ar 1350 fandtes der omkring

**»Tanken Magt” s. 239-241
> ”Renzssancen”
%% »Tankens Magt” s. 244-245
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30 universiteter i Europa.’” Det interessante ved universiteterne i forhold til Euklid er dog undervis-
ningsformen.

Béde pé katedralskolerne og pa universiteterne underviste man efter princippet pa de syv artes
liberales, altsd ”de frie kunster.” Under disse indgik to fakulteter, nemlig ¢rivium, hvilket handler
om sprogbrug, og quadrivium, hvilket omhandler matematik. Under trivium indgik de tre kunster
grammatik, retorik, dialektik, og ind under quadrivium indgik aritmetik, geometri, astronomi og
musik. Dette syv artes-system fungerede som grundstammen i uddannelsen, hvor man bagefter kun-
ne vaelge at leese videre ved et af de lukrative fakulteter i form af medicin, kirkeret og teologi.”®

Mange af de nyoversatte antikke skrifter blev anvendt som undervisningsmateriale i dette pro-
gram, og i forbindelse med “Elementerne” er det selvfelgelig quadrivium-fakultetet, der er interes-
sant. Faktisk havde ”Elementerne” indflydelse pa hele to af de syv kunster, nemlig aritmetik og
geometri. Inden for aritmetikken blev Euklids bog VII til IX dog kun anvendt til at supplere de ver-
ker, som var mere grundleeggende for aritmetik. Til gengeld var “Elementerne” fundamentet inden
for kunsten geometri, som var det veesentligste af de fire kunster under quadrivium. Hertil anvendte
man bog I til VI, som omhandler almindelig plangeometri.” Euklids definitioner, aksiomer og po-
stulater fungerede altsa stadig som geometriens fundament mere end et artusinde efter sin oprindel-

S€.

Tro vs. Viden og Skolastik

Sa hvad betad denne genopdagelse af gammel viden for kirken? Den tvang selvfolgelig kirken til at
forholde sig til den gamle rationelle tankegang, men ville den genopdagede viden vere til gavn eller
ej for kristendommen? Et af de vaesentligste temaer i den sene middelalder var modsatningsforhol-
det mellem tro og fornuft, hvilket det faktisk ogsé var for antikkens rekonstruktion, hvor man kun
havde adgang til ganske fi vaerker af Aristoteles og Platon. Middelalderens forste l&rdomscentrer
var opstaet i 900-tallet i form af skoler, der var tilknyttet klostrene, altsd de sakaldte klosterskoler,
og det var netop den blanding af teologi, filosofi og sprog (latin), der udviklede sig pa disse skoler,
som vi kalder for skolastik.*’ Skolastikerne forsogte at sammenkoble teologi og filosofi saledes, at

man kunne lose problemet omkring skellet mellem tro og viden.*!

7 »Tankens Magt” s. 293 og “Scientific Europe” s. 24
¥ »Tankens Magt” s. 284 og 293

** »Foundations of Modern Science” s. 45-46
“»Filosofi” s. 62

1 »Skolastik”
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Skolastikerne tog sit udgangspunkt i Aristoteles, selvom man ganske vist kun underviste i to af
hans verker til at begynde med. Derudover arbejdede man dog med andre verker, der var sterkt
tilknyttet Aristoteles’ teorier om logik. Aristoteles arbejde meget med syllogismer, og netop denne
logiske argumentationsform blev anvendt i hej grad af skolastikerne. Efter at konklusionen er sluttet
ud fra preemisserne, tog skolastikerne s skridtet videre, og begyndte, ligesom Euklid, at koncentre-
re sig om sandheden i praemisserne.*> Man siger, at skolastisk filosofi var aristotelisk, hvilket dog
ikke betyder, at skolastikernes holdninger til problemer var lig Aristoteles’, men man brugte hans
filosofi som et fzlles grundlag for skolastikernes studier.” Denne skolastiske argumentationsmodel

vil vi nu undersgge naermere.

Thomas Aquinas (1225-1275) og hans Gudsbevis
Saint Thomas Aquinas, der levede fra 1225 til 1257, er en af de mest beromte skolastikere, der le-
vede i middelalderen. Aquinas blev anerkendt for at have skabt en logisk struktur, der kombinerede
den kristne laere og Aristoteles filosofi i et rationelt system. Hans hovedvark hedder ”"Summa Theo-
logiae,” og det er netop dette veerk og hans andre praestationer, der har givet ham titlen ”Den spiri-
tuelle Euklid.”*

Det er ikke for ingenting, at Aquinas har faet dette tilnavn. Et af de problemer, skolastikerne ar-
bejdede med, var at bevise Guds eksistens. Thomas Aquinas udformede en artikel, hvori han be-

handlede problemet, ”Om det er selvindlysende, at Gud eksisterer, "

og i denne artikel er Aquinas
tydeligt inspireret af Euklid og hans made at argumentere for beviser pd. Man skal dog ogsa huske
pa, at skolastikerne ligesom Euklid ogsé var inspireret af Aristoteles’ logik, s& Aquinas argumenta-
tionsmodel bygger ikke udelukkende pa Euklids idéer.

Denne artikel af Aquinas behandler som sagt problemet om, hvorvidt Guds eksistens er indlysen-
de, og han argumenterer for, at den er selvindlysende. Dette gor han ved forst at opstille tre forskel-
lige punkter, som man en anelse forsigtigt kan kalde “’beviser,” idet det er tre forskellige argumenta-
tioner for, hvorfor Guds eksistens er selvindlysende. Alle tre beviser har det tilfelles, at de bestér af

to preemisser, som Aquinas redeger for individuelt, og en konklusion, der er ens for alle tre, nemlig

at det er selvindlysende, at Gud eksisterer.

*2»Tankens Magt” s. 390

* »Tankens Magt” s. 391

* »Mathematics in W.C.”s. 119

* Kilde: Kan findes i "Thomas Aquinas” s. 109. Alle citater med kursiv skrift stammer herfra.

20



I det forste bevis er det ene praemis, at “vi kalder det for "selvindlysende,” det som vi erkender
direkte og naturligt.” Dette udsagn bygger pd menneskets rene fornuft og kan ikke bevises yderli-
gere. Saledes har Aquinas altsa reesonneret sig frem til det ene praemis, mens det andet premis byg-
ger pa en skrift af Johannes fra Damaskus, en tidligere teolog 675-750,* hvori der stir, “at erken-
delsen af Guds eksistens er os medfodt.” Derfor folger det altsa, at Guds eksistens er indlysende.

I det andet bevis kommer inspirationen fra Euklid virkelig til udtryk. Ferst gor Aquinas rede for,
at de s@tninger, man kalder for selvindlysende, er de satninger, hvis rigtighed man erkender, sa
snart man forstér det enkelte ords betydning. Herefter henviser han til det, han kalder de forste prin-
cipper, og kommer med et eksempel pa disse: "Nar vi nemlig ved, hvad “del” og "helhed” betyder,
sd ser vi straks, at enhver helhed er storre end en del af den.” — Dette er pracis, hvad Euklids aksi-

"*7 og Euklids aksiomer

om 5 (senere aksiom 8) siger, nemlig: "Det hele er storre end en del af det.
var jo netop selvindlysende s@tninger, der ikke kan bevises. Altsa henviser Aquinas indirekte til
“Elementerne” saledes. Det forste premis i dette bevis er endvidere: "Men nar vi ved, hvad ”Gud”
betyder, ved vi straks, at Gud er til, for ved dette ord betegnes noget af sdadan en art, at vi ikke kan
forestille os noget, der er storre end det.” Altsa er Gud det storste, der findes. Det naste praemis,
der folger, er: "Men ndr jeg forstdr ordet "Gud,” eksisterer Gud i mit intellekt.” Sammenhangen
mellem disse to premisser bestdr i, at det som findes 1 bade virkeligheden og intellektet, som til-
sammen udger en helhed, er storre end en del af helheden, nemlig intellektet. Gud eksisterer altsé i
intellektet, men idet Gud er det storste, der findes, eksisterer han altsa ogsa i virkeligheden. Altsé er
Guds eksistens selvindlysende.

Det tredje bevis i artiklen ligner meget det forste bevis i opbygningen. Det forste preemis hedder:
“Det er selvindlysende, at sandheden er til.” Altsa eksisterer sandheden. Dette praemis har Aquinas
igen raesonneret sig frem til, idet han argumenterer for sandheden i udsagnet ved, at “den, der neeg-
ter, at sandheden er til, indrommer, at den er til, for hvis sandheden ikke er til, er det sandt, at den
ikke er til. Men hvis noget er sandt, md sandheden eksistere.” Igen kan premisset nemlig ikke bevi-
ses naturvidenskabeligt, men kun ved fornuften. Det andet premis finder Aquinas i biblen, som
siger: "Gud er sandheden selv.” Ganske enkelt folger det altsa, at eftersom Gud er sandheden, og
sandheden er selvindlysende, er Guds eksistens altsd ogsa selvindlysende.

Dernest fremforer Aquinas et modbevis, der erklaerer, at Guds eksistens ikke er selvindlysende,

hvor han blandt andet henviser til Aristoteles’ veerk “Metafysikken” samt biblen, hvorefter Aquinas

46 »Johannes”
T «“Buclid” s. 222-232 0og "Q.E.D.” 5. 54
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setter sig for at "modbevise” modbeviset ved at resonnere. Alt i alt adskiller Aquinas’ argumenta-
tionsmodel i denne artikel sig fra Euklids i ”Elementerne” ved, at Aquinas anvender sine egne eller
andre teologers resonnementer samt biblen som belag for sine praemisser, hvor Euklid kun bruger
sine egne logiske grundsatninger. Felles for de to er dog den deduktive metode, hvor man drager

konklusioner ved at henvise tilbage til grundlaeggende selvindlysende forudsaetninger, der ikke kan

bevises.

Euklids ”Elementerne” har altsa i forhold til den samlede mangde af de antikke verker, der blev
genopdaget 1 Vesteuropa i senmiddelalderen, nok haft begrenset indflydelse pd perioden omkring
senmiddelalderen og overgangen til ren@ssancen. Dog gjorde de 13 beger sig geldende inden for fa
vasentlige omrader, sdsom at fungere som fundamentet for kunsten ”geometri” i de syv artes libera-
les-undervisningssystemet, hvilket ansas som den vigtigste kunst inden for quadrivium-fakultetet.
Derudover inspirerede det matematiske system i ”Elementerne” sammen med Aristoteles’ filosofi
skolastikerne til, hvordan de skulle kombinere kristendommen med den genfundne rationelle tanke-
gang, hvilket kommer til udtryk i Thomas Aquinas’ skrift. S& muligvis var Elementernes” indfly-
delse begraenset i denne periode, men pd de fa omrader, hvor den gjorde sig gaeldende, var “Ele-
menterne” ganske essentiel.

Konklusion

“Elementerne” blev altsa skrevet under den hellenistiske periode omkring &r 300 f.Kr.. Det var en
periode, hvor Grakenland var under store forandringer, idet verdens kulturelle og intellektuelle cen-
trum flyttede fra Athen til Alexandria som en konsekvens af Alexander den Stores succesrige felt-
tog, der skabte et kortvarigt rige. I Alexandria blev biblioteket Mouseion oprettet, hvor de larde,
herunder Euklid, studerede, arbejdede og underviste.

Da den antikke periode opherte omkring 500 ar e.Kr., blev "Elementerne” sammen med mange

af de andre antikke verker gemt vaek og opbevaret pa forskellige lerdomscentrer i de arabiske lan
de, indtil man satte sig for at oversatte dem fra greesk til arabisk og derefter til latin, sa de til sidst
ndede frem til Vesteuropa i senmiddelalderen. Her blev ”Elementerne” anvendt pa de nyoprettede
universiteter som den fundamentale kilde i kunsten geometri, som var den vigtigste kunst under
fakultet quadrivium.

Grunden til, at Euklids Elementerne” blev anset som fundamentale inden for geometrien, skyl-
des det matematiske system, han grundlagde. Et system, der bygger pé et grundlag for geometrien 1

form af definitioner, postulater og aksiomer, som Euklid selv opstillede. Ud fra disse selvindlysende
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grundidéer kan man ved deduktion udlede en kade af geometriske konklusioner, som Euklid kalder
for satninger, hvilket er en metode, der bygger pa Aristoteles’ logiske tanker. Skolastikeren Tho-
mas Aquinas sa sig inspireret af Euklids deduktive metode, hvilket kommer til udtryk i hans artikel
vedrarende Guds eksistens, hvori han ogsa indirekte henviser til "Elementerne,” og selvom Aqui-
nas’ selvindlysende praemisser bygger pd teologiske resonnementer, mens Euklids bygger pa logik,
er pavirkningen fra Euklid tydelig.

Séaledes har Euklid altsd med “Elementerne” siden sin levetid i hellenismens Alexandria bevist sit

vaerd som en af verdens mest banebrydende og skarpeste matematikere nogensinde.
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