Fag: Dansk A og Matematik A

Opgaveformulering:
Giv en matematisk redegerelse for begrebet uendelighed, herunder paradokser, forskellige typer af
uendelighed, kardinaltal og maegtighed.

Skriv en popularvidenskabelig artikel pd 3-4 sider om ovenstaende arbejde. Artiklens malgruppe er
den typiske laser af Illustreret Videnskab.

Opgaven skal endelig indeholde en meta-opgavedel, hvor du — primart ud fra en danskfaglig
vinkel — redeger for dine formidlingsmaessige overvejelser i forbindelse med artiklens indhold
og udformning.

Besvarelsens omfang forventes at veere mellem 15 og 20 sider excl. bilag

Abstract

This paper examines the aspects of infinity including paradoxes, different shapes of infinity, and
cardinality. The paper consists of three parts: first a mathematical technically part, second a popular
science article of which the target group is the typical reader of Science Illustrated, and third a
debate of the considerations about the formation of the popular science article.

The study investigated areas such as the numbers, sets, cardinality, paradoxes, and the
mathematician

Georg Cantor’s work with the real-, natural-, and rational numbers. After a thorough examine

of the aspects of infinity, a popular science article was formed. The article included large amounts
of texts from the mathematical technically part. A debate of the considerations about the formation
of the popular science article was based on rhetoric, how to form an article, and linguistic
thoughts. The examine shows that there are two different shapes of infinity; the infinity of the
natural numbers, and the infinity of the real numbers. Georg Cantor’s work shows that the
cardinality

of the real numbers is “greater” than the cardinality of the natural numbers.

Through the debate the study shows, that it takes much consideration in the process of forming a
popular science article. One shall consider wording, formulation, layout, and graphics to be able to
write an article within the parameter of the target group.
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Indledning

Det folgende studieretningsprojekt omhandler det matematiske begreb Uendeligheden. Projektet er
tredelt 1 et matematisk afsnit, et danskfagligt afsnit og et meta-danskfagligt afsnit.

Projektets primare fokus er, at give en matematisk redegorelse af begrebet uendelig, for dernast at
skrive en popul@rvidenskabelig artikel til den typiske laeser af bladet Illustreret Videnskab, om den
matematiske redegorelse. Slutteligt vil der, med udgangspunkt i populervidenskabsartiklen, vere
en diskussion af enhver overvejelse omkring indhold, layout og udformning, der har fundet sted
under skriveprocessen.



Uendelighedsbegrebet
Tal

De naturlige tal
Hele tal. som ikke er negative, kalder vi for de naturlige tal. Symbolet for disse tal er N, vi skriver:

N =1. 2. 3 4, 5,
Og siger. at meengden af de naturlige tal N gar imod oo

N ={. 2. 3. 4 5 .}

De hele tal
Negative og positive tal kalder vi for de hele tal. Symbolet for disse tal er Z. v1 skriver:

Z=...-2.-1. 0 1. 2.

Og siger. at meengden af de hele tal Z gar imod T oo

zZ={..-2.-1.0 1. 2 ..}

De rationelle tal »
Tal, der kan skrives pa formen —.pe Z.ge N kalder vi for de rationelle tal. Symbolet for dis-
se tal er Q. vi skriver: 4

De reelle tal

Ser vi pa de hele tal. de rationelle tal og de urationelle tal (dvs. tal, der ikke kan beskrive et for-
hold mellem to sterrelser pa samme made som de rationelle. fx 7 eller kvadratroden af tallet 2) sa
kalder vi samlet disse tal for de reelle fal. Symbolet for disse tal er R. R kan skrives som decimal-
tal. og maengden R er talmaengden af alle rationale og irrationale tal.

Meangden af de reelle tal R er mere vendelig end N, Z og Q. Med udtrykket "mere uendelig™ me-
nes der. at i modsetning til de naturlige tal. sa kan de reelle tal ikke tzlles. selvom om man fik
uendelig meget tid til det. Der er simpelthen vare for mange tal. Dette vil blive bevist senere 1 op-

gavern.



Mz=engder

At have en mangde vil sige at have en gruppe af objekter. kaldet elementer, som kan bestemmes
til at vaere en del af en gruppe eller ej. Groft sagt er det, at man kan tzlle. hvor meget der er af no-
get.
Elementerne kommer fra det fastlagte univers U, og alle mangder er fastlagt af deres elementer.
Eksempel:
Se mengden My, Denne mangde bestar af alle naturlige tal fra 10 til og med 15, vi skriver:

M, = {10.11.12 13 14 15 }
Altsder 10, 11, 12, 13, 14, 15 alle elementer 1 M;.
Listeform
Ovenstaende eksempel leder os videre t1l emnet listeform. M har et endeligt antal elementer. og
derfor kan vi skrive dem alle imellem de to parenteser { og }. og dermed har vi en endelig fuld-
steendig listeform.
Hvis mangden M) har rigtig mange elementer, fx 1000, sa kan vi lave en endelig ufuldstendig li-

steform:
M, ={1.2.3.4.5...1000 }

Lad os nu sige. at en tredje mangde. M; har vendeligt mange elementer. sa kan vi lave en uendelig
ufuldsteendig listeform:
M,=4%2345_1}

Delmzngder

Den folgende definition af delmangder og ®gte delmangder er hovedsageligt bygget pa Brandr, Jorgen og

Knud Nissen. "Q.E.D. - en introduktion til matematisk bevis”. 1. udgave. 2.oplag. ABACUS. 1997
V1 har to givne mesngder A og B. A er en delmzengde 1 B, hvis elementerne 1 A ogsa er elementer i
B. Vi skriver det:

Ac B

Matematisk siger vi, at A er en delmangde 1 B. hvis og kun hvis der for alle x galder, at de er ele-
ment 1 universet U og hvis x er element 1 A sa er x element i B er sandt

Man formulerer det saledes:

AC B« VxeUlre 4 — xe Bler sandt



A gte delmsengder
A er en mete delmangde 1 B, hvis A er en delmangde 1 B og der findes et x. som er element i A,

men ikke 1 B. V1 skriver det:

AcC B.hvis A Cc B.og der findes et x € A.saledes atx ¢ B

Sammenligning af maengder

Hvis man ensker at sammenligne to givne mangder C og D. sa skal man lave en sikaldt entvdig
bijektion.

Det gar ud pa at. der til hvert element 1 C skal vare et og kun et tilsvarende element 1 D og om-
vendt. Dette illustreres bedst, hvis man forestiller sig en mangde som en cirkel med dens elemen-

ter indemni:
Mengden C Mengden D

X repraesenterey maengdernes elementer

Af denne bijektion kan vi se. at de to mangder C og D har samme antal elementer. da man kan
foretage en entydig bijektion af C pa D.

P4 tilsvarende vis kan man sammenligne to givne uendelige mangder I og L. De siges at vare
cekvipotente, hvis vi kan foretage en entydig bijektion af I pa L. Heraf far vi. at I og L reprasente-

rer den samme type uendelighed.



Begrebet uendelighed

W1 har nu hert om det basale matematik, der ligger til grundlag for uendelighedsbegrebet, nemlig
tal og maengder. Det er en nedvendighed at kende til tal og mangder, for at kunne forholde sig til
begrebet uendelighed. Men hvad er si uendelighed? Det vil vi forsoge at fi afdekket 1 det folgen-
de afsnit.

Potentielt og aktuelt

Inden for matematikken er der to forskellige betydninger af uendelighed. For at gore disse betyd-

ninger klare, tager vi udgangspunkt 1 et linjestykke som vi kalder AB:
D
i |
| | |
| I | |

A C B

Forst har vi de to punkter A og B. Vi indskyder nu punktet C imellem A og B, sa linjestykkerne
AC og CB fremkommer. Vi indskyder nu de to punkter D og E. imellem hhv. A og C og C 0og B.
Sadan fortseetter processen.

Matematisk kan vi beskrive sammenhangen som folger:

Der er forst 1 linjestykke. derneest 2, 4, 8, 16 linjestykker. Denne sammenhzseng skrives:

1.2.4.8.16.....2"..... hvor n er et positivt helt tal

Kigger vi udelukkende pa punkterne. sa hedder sammenhangen:

2.3.5.9.17 ... 2" .

Nu er det. at de to betydninger bliver vaesentlige.

Den forste betydning hedder potentielr uendeligt:

Hver gang vi indskyder et nyt punkt pa linjestykket AB, s tilfojer vi et punkt til det samlede antal
af punkter pa AB. Der er ikke flere punkter pa AB end det samlede antal, det er altsa et endeligt
antal punkter. der vokser over alle graenser, som har muligheden for at blive uendelig stor, men
aldrig kan blive det.

Eksempel:

Bo og Lis star med ryggen til hinanden pa en uendelig lang vej, og begynder at ga lige frem. De
ndr 100m frem hver og afstanden mellem dem er derfor 200m. De gar igen og afstanden vokser til
400m. dernzst 600m og sa fremdeles. Bo og Lis har altsa muligheden for at gore afstanden uende-
lig stor, men lige s4 snart de stopper med at ga sa vil afstanden altid vare endelig stor, den kan al-

drig blive uendelig stor.



Den anden betydning hedder aktuelt uendeligt:

I stedet for at opfatte linjestykket AB som et samlet styklee. <a kan vi opfatte det som en mengde
af eksisterende punkter. I takt med at vi opdeler linjestykket. steder vi pa de eksisterende punkter.
Punkterne er altsa vendelig mange allerede for vi steder pa nogle af dem.

Eksempel:

Maengden af de naturlige tal. N, er aktuelt uendelig ford: den allerede er uendelig stor, den har alt-

sa ikke muligheden for at blive uendelig stor.

De to betydninger stammer fra den historiske periode. som vi kalder Antikken. Ca. 350 ar £Kr.
fastslog filosoffen Aristoteles. at matematikerne kun brugte begrebet potentielt uendeligt. og at
dette begreb var tilstraekkeligt. Helt indtil ca. 1850-60 var flertallet af matematikerne enige med
Aristoteles, men siden da har begrebet aktuelt uendeligt fundet vej til matematikerne. og det er det-

te begreb de fleste matematikere anvender i dag.

Konvergerende reklker

Nar vi arbejder med tal og uendelighed pa samme tid. sa laver vi nogle rekker. Disse raekker kan
bruges til at beregne en endelig sum for en uendelig raekke tal eller beregne summen for 1rrationale
tal.

En konvergerende reekle kan se saledes ud:

1 1 1 1 1
—+ —+—+—+
2 4 8 16 2"

+ ..

En kvotientreekke er en konvergerende raekke, hvor man ganger med en kvotient for at komme til

det naeste tal i raekken. En kvotientrazklke ser saledes ud:

S, =l+a+a’ +a +a*+.+a" (1)
Hvis kvotienten er mindre end 1, sa kan rakkens sum beregnes. Beviset kommer her:
Det felgende bevis er hovedsageligt bygget pa Baktoft, Allan. Videnskabsteori for ren matematik. 1. udgave. I.
oplag. Natskyggen. 2010. 5. 28m
V1 tager udgangspunkt 1 (1):

n

S”=1+a+ﬂz+ﬂ'3+ﬂ4+...+ﬂ

Vi ganger med a pa begge sider og far:
a-§,=a-(l+a+a*+a’+a*+__+a")
8 2
a-5,=a+a*+a’+a*+_ _+a"+a""!

Vi traekker nu (2) fra (1), altsa venstre side 1 (2) trazkkes fra venstre side 1 (1) og ligeledes med haj-

re side:



S, —a-§,=l+a+a’+a’ +a* +.+a" —(a+a’ +a’ +a* +..+a" +a"")

De fleste led i rakken gar ud med hinanden. og vi har tilbage:
S,—a-§, =1-a"!

g

S,-1-a)=1-a™"
)
1 au+1
S, =
l—a
Heraf far vi. at:
n+l
S,Ezl a 5 ! forn — conir0<ax<l 3)
l1—a l—-a

Med (3) har vi nu muligheden for at beregne den uendelige sum

l+a+a*+a’ +a* +.+a" +...

Vi vil nu beregne den uendelige sum. hvor 4 =

L | =

Vi indsaetter 1 (3) og far:

S=%=2
1——
2

Det er nu bevist, at en kvotientrazkke med en kvotient mindre end 1. har en endelig vardi.



Kardinaltal

Definition

Kardinalitet er en meaengdes meegtighed. det vil sige antallet af elementer 1 mangden.
Kardinaltallene for hhv. @, {1}, {1.2}. {1.2.3}. ... betegnes med 0. 1, 2. 3. ... og kaldes endelige
kardinalral.

Kardinaltal sasom det hebraiske bogstav alef; X, og symbolet ¢ kaldes uendelige kardinaltal.
N, erkardinaltallet for den uendelighed. som de naturlige tal repraesenterer. og ¢ er kardinaltallet

for den nendelighed. som de reelle tal reprassenterer.

Hvwis vi ser pd mangden T:
T = {1.2.3.4,5.6.7.8.9.10 }
Er der 10 elementer 1 T, altsa er T’s kardinaltal et endeligt kardinaltal, nemlig 10. Man skriver kar-
dinaltallet for en m=ngde saledes:
IT| =10
De uendelige kardinaltal horer til de uendelige mangder, som fx de naturlige tal N eller de reelle

tal R. V1 kan skrive saledes:

X, = |V

¢ = |r|

Hvis to givne maengder G og H har lige mange elementer, s har de samme magtighed. altsa sam-
me kardinaltal. Matematisk skriver man det:

G = H
Og siger, at de to mangder G og H har samme maegtighed, hvis der findes en entydig byjektion af

GpaH.
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Mere uendeligt?

De naturlige tals talmzngde er som bekendt uendelig. Man kan altid legge 1 til og derved komme
1 lzngere hen pa den vendelige raekke af tal. Det er derfor nerliggende at pasta, at enhver talrek-
ke. der kan “parres™ med et tal fra de naturlige tal ud 1 det vendelige, ma vare ligesd vendelig som
de naturlige tal. Dette vil vi nu undersoge.

Rekkefolge-uendelighed

V1 tager udgangspunkt 1 de naturlige tal. og vil forsege at sammenligne dem med delmangder af
mangden N.

Mengden af lige tal er givet ved:

2.4.6.8.10 .12 .14 .16

De “parres” nu med N:

2 L <] 8 0 12 14 16

1 2 3 + 5 a 7 8

Heraf ser vi, at de lige tals mangde er lige s4 magtig som de naturlige tals. Dette mé nedvendigvis

N=|.Z|

ogsa gzlde for de ulige tals og de hele tals mangde. Vi kan derfor slutte, at: 8y =
Vi kan blive ved med at sammenligne mangden N med dens delmeangder i det uendelige.

De rationelle tals teelleligched

Vi vil nu behandle de rationelle tal. Vi vil geme vise, at de er tzllelige pa samme made som N.
Dette ma betyde, at de rationelle tal har samme magtighed som de naturlige tal. Hvis dette er til-

feeldet, sa kan vi "parre” samtlige rationelle tal med et naturligt tal ud 1 det vendelige. Bevis:

Det folgende bevis bygger hovedsagligt pa beviset 1 Mejlbo, Lars. “Om det uendelige”. Matematikkens Aspek-
ter. Matematiklererforeningen. 1991 s 13-14

Vi ser pa et koordinatsystem med de naturlige tal pa begge akser:

\%vner

g
—
e s
s——
g o
1— 'Z“'?\n
N
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Koordinaterne (x.v) reprassenterer nu samtlige positive rationale tal, da vi kan skrive dem pa for-

men

y
1
De breker, som fremkommer flere gange. fx 1 eller

[

vedtager vi at slette, nar vi meder dem

[

igen. Brokerne nedenfor er vilkarligt udvalgt og 1 vilkarlig reekkefolge:
El
=

Vi har nu kun et problem: de rationelle tal bestar jo ogsa af negative breker. og de vi har nu er kun
positive braker. Det loser vi med et smart trick, og tager udgangspunkt i de ovenstiende vilkarlige
breker. Det smarte trick er nemlig at fortseette sammenparringen af N og Q ved at starte ved tallet

. . 1 . -1
0. Efter 0. si kommer den positive brek T~ og efter denne kommer den negative brek 7~ osv.:

0 1 1 2 2 % 14 3 -3

Pa denne méade far vi alle rationelle tal med. Vi har nu vist. at Q er en tzlleliz mangde, og at den
er ligesa taellelig som meengden N, altsa at den har samme kardinaltal og maegtighed. Vi kan derfor

z|=|o|

slutte, at X = |_*V
Mere uendeligt
Som sagt 1 afsnittet "Tal”, sa er mangden af de reelle tal mere uendelig end de hele, de naturlige
og de rationelle. Dette vil vi nu gerne bevise:

Beviset blev fremlagt af den tyske matematiker Georg Cantor, som jeg vil benzvne Cantor.
Det falgende bevis bygger hovedsagligt pa beviset 1 Mejlbo, Lars. “Om det uendelige”. Matematikkens Aspek-
ter. Matematikiererforeningen. 1991 s 14-15

Vi benytter her et indirekte bevis, og viser, at end ikke de reelle tal mellem 0 og 1 kan opstilles 1
en reekkefolge-uendelighed. Vi antager. at dette er muligt. altsa at man kan skabe en entydig bijek-
tion N —- R

Folgende decimaltal er tilfzldigt konstrueret:

nr.l:0.4849869

nr.2:0.9874376
nr.3:0.2896219
nr.4 :0.8543132
nr.n 0.

12



Denne opstilling fortszettes, indtil at vi ma formode at have alle decimaltallene mellem 0 og 1 med.
MEN:
Der laves en ny decimalbrek, som har mindst et ciffer t1l forskel med de opstillede decimaltal. Det-
te gores pa folgende made:
Den nye decimalbrek kalder vi d. og for d skal der gazlde, at:

d's l.ciffer # nr.1' s 1.cffer

d's 2.ciffer # nr.2' s 2.ciffer

d's 3.ciffer # nr. 3's 3.ciffer

d's 4.ciffer # nr.d' s 4.ciffer

d's n.ciffer # nrn' s n.ciffer

V1 far nu decimaltallet d. der ser siledes ud:

d =0.7316...
Og dette decimaltal, som klart er mellem 0 og 1. kan ikke vaere 1 vores opstillede raskkefolge. og
derfor kan reekkefolgen altsa ikke telle alle reelle tal mellem 0 og 1.

V1 kan nu slutte. at:

R>N

Og sige. at magtigheden af de reelle tal er storre end masgtigheden af de naturlige tal. De er mere
uendelige. fordi de ikke kan taelles.

Dette bevis blev senere kendt som Cantors diagonalbevis.

Vi kan vise, at intervallet [0.1] er ligesa uendelig som alle de reelle tal. Hvis vi danner en linje,
hvorpa alle de reelle tal er, og samtidig tager linjestykket for [0.1] og bejer det som en cirkelbue.
Sa kan vi. ved at forlenge en streg fra centrum og igennem cirkelbuen, finde ud af, at der er ligesa

mange punkter pa cirkelbuen, som der er pa hele linjen R:

.1

Vi kan derfor slutte, at:

13



Uendelighedens paradokser

Nar vi gar fra den verden, som matematikken befinder sig i og til den virkelige verden. sa opstar
der problemer. Vi stoder pa sakaldte paradokser. Det folgende afsnit vil omhandle to af sadanne

paradokser.

Hilberts Hotel

Den store matematiker David Hilbert(1862-1943) benyttede ofte et szrligt hotel til at forklare om
mengdelaren. Dette hotel blev senere kaldt Hilberts Hotel. Hotellet har uendelig mange vaerelser,
og hvert veerelse har numrene 1, 2. 3. 4, .. .n, n+1, ... Pa disse varelser er der kun plads til én per-
son. Det er ikke direkte et paradoks, men mere et middel til at forsta det utrolige ved uendelighe-
den. Vi vil nu se pa. hvordan vi kan indlogere gaster pa dette hotel:

1. Der ankommer en bus fyldt med uendelig mange fodboldspillere

Intet problem - de far et veerelse hver. saledes at spiller nr. 1 har vaerelse 1. spiller nr. 2 har verelse

2 og sa fremdeles.

2. Der ankommer én fodboldspiller mere

Nu beder vi alle de indlogerede spillere om at flytte fra sit nuvarende varelse, til det varelse, der
har nummeret én storre end deres nuvarende. Pa denne made flytter spilleren 1 veerelse 1 til vaerel-
se 2. spilleren i veerelse 2 til varelse 3, spilleren 1 varelse n til vaerelse n+1, og sa fremdeles.

Nu kan den nyankomne fodboldspiller tjekke ind pa varelse 1.

3. Der ankommer endnu en bus fyldt med uendelig mange fodboldspillere
Vi beder nu alle de indlogerede spillere om at flytte til det vaerelse, der har det dobbelte nummer.

Pa denne made flytte spilleren 1 vaerelse 1 til vaerelse 2. vaerelse 2 til varelse 4, varelse n til vaerel-
De uvendelig mange nyankomne fodboldspillere kan nu tjekke ind 1 de vaerelser med ulige numre.

4. Hotellet har vzeret ramt af en bombetrussel, og blev derfor evakueret. Hotellet er derfor
tomt, men der ankommer nu uendelig mange busser fyldt med uendelig mange fodboldspille-
re.

Vi gor felgende:

Spillere fra bus or. 1 far vaerelseme 1.3.5. ... 2 -1 — 1

Spillere fra bus nr. 2 far verelserne 2. 6. 10, .. 2-(2-n—1) . ...

Spillere fra bus nr. 3 far vaerelseme 4. 12. 20, ... 4-(2-n-1) | .

14



Spillere fra bus nr. k far verelsemne 251, 3.2%1  5.2%1 | @n-D2"

Dermed finder vi et vaerelse til hver af de uendelig mange fodboldspillere.

Achilleus og skildpadden

Den graske filosof Zenon (ca. 400 d&r f Kr.) kom med paradokset Achilleus og skildpadden. Zenon
var af den overbevisning. at al bevagelse er umulig. og dette skulle paradokset om kaplabet imel-

lem den graeske helt Achilleus og skildpadden pavise. Zenon mente. at hvis skildpadden fik et for-
spring. sa ville det ikke veere muligt for Achilleus at indhente og overhale skildpadden. Dette skyl-
des, at Achilleus skal igennem vendelig mange punkter. for at komme forbi skildpadden.

Vi gennemgér paradokset:

Achilleus starter ved A, og skildpadden starter ved S. Nar Achilleus er naet til S, sa er skildpadden
naet til ;. Nar Achilleus er naet til 81, sa er skildpadden ved S;. Nar Achilleus er naet 1l Sa, sé er

skildpadden naet til S5 og sadan kunne Achilleus, ifalge Zenon, fortsette 1 det uendelige.

V1 antager, at Achilleus lober dobbelt sa hurtigt som skildpadden, og skildpadden havde et for-

A Sl 55y
|

spring pa 1 km:

tkm Yekm
Vi kan rent faktisk beregne, hvornar Achilleus indhenter skildpadden, ved hjzlp af setning (3) un-

der afsnittet "Konvergerende rakker™

s :]_au-l

n

dforn — eonir0<a<l
1-a l—a

. . . . . . 2 4 1
Da vi har antaget, at Achilleus lober dobbelt sa hurtigt som skildpadden, kan vi fastsla a til >

Vi beregner nu. hvornar Achilleus indhenter skildpadden:

S=—1 = 2/m

1-—

o | =

Achilleus indhenter altsa skildpadden efter 2 km. men det er vel at maerke kun. hvis han ikke stop-
per op ved hvert punkt og raber det tilhorende tal. Ger han dette, ville han ende med at skulle sige
et uendeligt langt tal. En umulig opgave i den virkelige verden, men ikke i matematikkens. Det er

her, at vi kan se, at modet imellem den matematiske verden og den virkelige verden er paradoksalt.
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Der gives her en kort, konkret gennemgang af de begreber, som er vigtige at kende, for at forsta

uendeligheden:

Tallene

De naturlige tal er de tal, som vi kender fra hverdagen. Vi kan teelle Tallenes Symboler
dem: 1, 2. 3, 4, ... 1 det uendelige, fordi vi altid kan gere det én storre | DNV ES TSR TS

og komme en tak videre til det naste tal. ge tal

Q = M=ngden af rationel-

De hele tal kan pa samme made som de naturlige tal teelles i det uen-
le tal

7, = Maengden af hele tal

delige, men de hele tal inkluderer ogsa negative tal og tallet O:

e =3,-2,-1,0,1,2,3, ...
R = Mzngden af reelle tal

De rationelle tal er alle de tal, som vi kan skrive som en brek. De kan vere bade negative og posi-
tive, og kan vaere uendelig store og uendelig sma.
Hertil horer de irrationelle tal, som er tal, vi ikke kan skrive som en brek. Det mest velkendte irra-

tionelle tal er m=3,14159 ...

De reelle tal er groft sagt samtlige decimaltal, der findes. Det er alle de tal, som de hele tal, de rati-

onelle tal og de irrationelle tal udger tilsammen.

Tal pa maengderne

En mangde er blot en samling af objekter, ligesom abler 1 en kurv. Vi kan angive hvilke objekter,
mangden indeholder ved hjaelp af krelleparanteser:

{1,2,3,4,5} er en maengde af tal pa samme made som { 'b 'b 'b ’»‘ } eren meengde af
@bler. Vi kan teelle objekterne 1 en maengde, ved at tildele et naturligt tal til hvert objekt og pa

denne made skabe en en-til-en korrespondance imellem tallene og objekterne.

S S
®® ® @

Denne korrespondance svarer til, at vi kan se, der er lige mange fingre pa hejre hand, som der er
pa venstre hand, blot ved at satte hver enkelt finger fra venstre hand overfor hver enkelt finger fra
hojre hand. Ved denne sammenligning ser vi, at der for hver finger pa venstre hand er nejagtig én

pa hejre hand og omvendt - altsa en en-til-en korrespondance.

Meangdernes kardinalitet

Begrebet “kardinalitet” er blot en anden made at sige, hvor mange objekter der er i en maengde.
Hvis vi har en mengde med tallene 1,2,3.4, sa er kardinaliteten af meengden 4. Hvis vi har fire ab-
ler i en kurv, sa er kurvens kardinalitet ligeledes 4. Man siger ogsa, at deres kardinaltal er 4.

Kan vi lave en en-til-en korrespondance imellem to mangder, sa er deres kardinalitet ens og de
har samme maegtighed.
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Uendelige maengder Vidste du, at...
Hvis en meengde indeholder fx. alle de naturlige tal, sa har den in- FREAEIREEVEHOEnHERESE

gen ende. Dette betyder altsa, at en meengde er uendelig, hvis den  BREARSEIESHGIEIER S GiEIE

fortseetter og aldrig stopper. tallet for de naturlige tals
Delmzengder uendelighed: ¥,. Den

Kurv A indeholder tre aebler; et gront, et radt og et blat, og kurv B uendelige mengde bler
indeholder to abler; et grent og et radt. Da kurv B’s abler er de n ﬂ ﬂ ﬂ

samme som nogle af kurv A’s abler, sa er kurv B en delmangde af har ogsd kardinaltallet %o,
kurv A. Derimod indeholder kurv A et &ble, som 1kke ens med fordi vi kan lave en en-til-en
nogle af de abler 1 kurv B, nemlig det bla able, og derfor er kurv A korrespondance imellem de
en xgte delmangde af kurv B naturlige tal og &blerne, som

fortsaetter uendeligt.

Dette var en kort gennemgang af de mest essentielle begre- |S ~ Erelementi...

ber indenfor uendeligheden. Til hojre ses eksemplerpade |&  Erikke elementi...

symboler, som matematikkeme benytter pa dette omrade. C  Erendelmengde af

C  Eren @gte delmangde af ...

Hvad er det uendelige?

Graekeren Anaximander (ca.610-545 f.Kr.) fra den graeske koloni Milet var formodentlig den for-
ste til at acceptere det uendelige. Han definerede det med det greeske ord apeiron, som betyder
uden ende. Netop denne beskrivelse er vel ogsa den bedste beskrivelse, man kan give af uendelig-
heden uden at drage fysiske, teologiske og matematiske aspekter ind over det.

I matematikkens verden kan en endelig lang linje indeholde lige sa mange punkter som en uende-
lig lang linje. I den virkelige verden lyder dette ganske utroligt, og selvfalgelig passer det ikke,
hvis vi vil lave punkter med en lineal, men i matematikkens verden kan man rent faktisk vise, at
den korte linje har lige sa mange punkter som den lange linje.

Det star nu fast, at begrebet "uendelig” er et meget abstrakt og besynderligt begreb ikke mindst 1

matematikkens verden.
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2 uendelige begreber Vidste du, at...

Da den banebrydende filosof og videnskabsmand Aristote-
les (384-322 £ Kr.) analyserede uendeligheden, fandt han

Aristoteles beskrev potentielt uende-
ligt og aktuelt uendeligt som en mar-

frem til, at der var to begreber indenfor uendeligheden. morblok. For at blokken kunne blive

Det forst tentielt uendel det andet er aktuelt . .
et lorste erpolentiell uendeligl, og det andel er aklue til en statue - dens potentiale - skulle

uendeligt. At noget er potentielt uendeligt vil sige, at det

der vare en stenhugger til at gore sta-

hele tiden vokser storre og sterre, men uanset hvor leenge . .
© R tucn aktucl. Det potenticlle er altsa det

det vokser, sa vil det altid veere endeligt stort. Man kan . .
= mulige, mens det aktuelle er det virke-

sige, at det har muligheden, heraf potentielt, for at blive live
ge.

uendelig stor, men vil aldrig kunne blive det. Man kan

teenke pa det saledes, at hvis eksempelvis de to gode venner, Bo og Lis, bor pa en vej. Denne vej er

uendelig lang mod hajre og uendelig lang mod venstre. Bo og Lis beslutter sig nu
for at se, hvem der kan tilbagelaegge den sterste afstand. Konkurrencemennesker
som de er, gar de straks i gang, Bo gar til hejre pa vejen og Lis til venstre. Afstan-
den imellem Bo og Lis vokser nu hele tiden, i takt med at de gar. Pa denne made
har de altsa muligheden for at gore afstanden imellem dem uendelig stor, men
Aristoteles slog fast, at matematikken og dens brugere kun QREWECE AYORETCR RS 41| CHEEN VAL
benyttede sig af potentielt uendeligt, og at det var det eneste PIEIRERRSIEINERGEIRIBIRESE

uendelige begreb, de havde brug for. I dag er den gaengse [SEIEE S

opfattelse, at aktuelt uendeligt er det korrekte begreb.

En uvirkelig verden

Matematikkens verden er ikke som den virkelige verden. Man kan ikke overfore egenskaber fra
den matematiske til den virkelige verden, uden at stede ind i problemer, da uendeligheden er et
specielt begreb 1 matematikken. Spergsmal og forundring omkring sterrelsen af dette begreb har
dannet grundlag for mange paradokser.

Achilleus og Skildpadden

Et af disse paradokser kommer fra filosoffen Zenon (ca. 490-430 £Kr.), som fremsatte paradokset
om den greaeske helt Achilleus og Skildpadden, der skulle lobe om kap. Et tilsyneladende overkom-
meligt kaplob for den fodrappe hurtigleber Achilleus som da ogsé er sa venlig at give den lang-
somme Skildpadden et forspring. Zenon mener, at i og med Achilleus giver Skildpadden et for-
spring, sa kan han ikke vinde. Zenon tog nemlig fat i de uendelig mange punkter pa et linjestykke
og konstaterede, at Achilleus umuligt ville veere 1 stand til at lebe “igennem’” alle de uendelig man-
ge punkter pa hans vej til mal. Hvis Achilleus leber dobbelt sa hurtigt som Skildpadden, sa vil af-

standen imellem dem blive halveret ved hvert punkt, Achilleus kommer til, og dette ville, ifolge
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Zenon, medvirke til at Achilleus aldrig ville indhente Skildpad- A8 R TR I BP0
den. Det er den uendelig lange tal-
Dette paradoks falder til jorden, hvis vi forseger at overfore det
til den virkelige verden. I faktaboksen til hejre kan vi konstatere, a2/ wnnell C SN R S
at Achilleus overhaler Skildpadden efter 2 km, og dermed vin-  [FEaRl e NG S @I RS0
der han kaplebet. sig igennem for at sla Skild-
Hotel Uendeligheden paddden.

Uendeligheden har mange funktioner og egenskaber. Det indsa IS8t a ey = B =ikl
matematikeren David Hilbert (1862-1943), og han grundlagde  PRSiERUS G im0 TG I
derfor sit helt eget hotel, nemlig Hilberts Hotel. Hotellet har kelige verden. Dette eksempel
plads til uendelig mange gaester, men da der blot er én seng pr.  [FiERS QU i <Gl b
vaerelse, ma hver gaest have sit eget veerelse. Vaerelserne num-  [§iEsie i (o bR R 0 0t
mereres med de naturlige tal. Hotellet bliver imidlertid et keem-  [EETRE CHER G S0 D ST,
pe hit, og der kommer uendelig mange mennesker fra nar og at have vardien 2. Indenfor ma-

fjern for at besege det nye hotel. De uendelig mange geester har  [[Eiikii s itz 6 SRR E S

nu faet et vaerelse hver, og hotellet er fyldt. Men hvad nu hvis ken konvergerer imod 2.

der kommer endnu en gaest og beder om et verelse? Hotellets personale beder blot gaesten 1 verel-
senr. 1 om at flytte til vaerelse nr. 2, gaesten 1 veerelse nr. 2 skal flytte til vaerelse nr. 3, og sa vide-
re. Sa kan den nyankomne gaest bo 1 nr. 1. Rent faktisk kan hotellet rumme uendelig mange nye
gaster, selvom det er fyldt op 1 forvejen. Den folgende tekstboks vil forklare det naermere rent ma-

tematisk.

Matematisk forklaring af Hilberts Hotel

Hotellet bygger pa, at man altid kan laegge 1, 2, 3 eller hvilket som helst naturligt tal, til de naturli-
ge tal. Derfor:

Ankommer der én geest til det fyldte hotel, hedder regnestykket cot+1=c0. Ankommer der 10 gaester
til det fyldte hotel, sa hedder regnestykket co+10=co.

Hvis der skulle ankomme uendelig mange nye gester til det fyldte hotel, sa hedder regnestykket
aotoo=c0. Gaesterne arrangeres sa sadan, at alle de geester, der bor pa hotellet 1 forvejen, bliver for-
delt pé alle vaerelser med lige numre, dvs. , hvor n er et naturligt tal. Alle de nyankomne gae-
ster flytter sa ind pa de vaerelser med ulige numre, dvs. , hvor n er et naturligt tal.

Indtil nu har hotellet vaere fyldt fra starten af, men hvad nu, hvis det er tomt og der ankommer
uendelig mange busser med uendelig mange gaester?

Sa hedder regnestykket og 1gen finder hotellet vaerelser til alle geesterne. Geesterne fra

bus nr. 1 far verelserne med ulige numre, dvs. , hvor n er et naturligt tal.

(Fortseettes pa naeste side)




Matematisk forklaring af Hilberts Hotel (fortsat)

Gaesterne fra bus nr. 2 far veerelserne med numrene 2 gange et ulige nummer, dvs. ,

hvor n er et naturligt tal. Gaesterne fra bus nr. 3 far vaerelserne med numrene 4 gange et ulige num-

mer, dvs. , hvor n er et naturligt tal. Gaesterne fra bus nr. k fir verelserne med numre-

k-1 . .
ne 2 gange et ulige nummer, dvs. , hvor k og n er et naturligt tal.

kunne taelle de reelle tal. Til de to beviser
benytter Georg Cantor en metode, der kal-
des diagonalmetoden (se figur 1 naste
side).

Til at bevise de reelle tals utellelighed
brugte Georg Cantor et modstridsargu-

Det var matematikeren David Hilbert som benyttede et magisk

IO IE DN B SESVNRES OSSR R It il ment. Grundlaeggende er det at antage no-

mange verelser pa hotellet, og til at holde styr pa varelsesnumre- get andet end det man vil bevise er gael-

ne benyttede David Hilbert sig af de naturlige tal.

dende, for derefter at finde en modstrid,

Hvordan David Hilbert havde teenkt sig at bygge det 4o 1an bevise ugyldigheden af ens forste

uendelig store hotel 1 den virkelige verden vides ikke, antagelse. T denne situation antog Georg

men det har sikkert kreevet en del mursten og knofedt. .10 1468 at de reelle tal kunne tzlles.

At kunne tzelle eller ikke at kunne tzlle Da de reelle tal er uendelig mange tal, sa

Man kan nu sperge sig selv, om der mon findes en fokuserede han forst udelukkende pa de

mengde, som er mere uendelig end X,? Har Hilberts 1 101 0 0 o 1. Han antog s4, at alle

Hotel plads til alle slags tal? For at hotellet skal have 4o altallene imellem 0 og 1 kunne stil-

plads til en slags tal, sa skal de omtalte tal kunne stilles les op i rekkefolge - at de kunne fa et vee-

op, saledes at de folger de naturlige tals rackkefolge, relse pa Hilberts Hotel. Her er en reekke

der skal altsa kunne laves en en-til-en korrespondance tilfldige decimaltal imellem 0 og 1:

imellem de naturlige tal og en given slags tal. Fra Nr. 1: 023985 ...
tekstboksen oventfor blev det vist, at der er lige sa man- . 5. 0.53463 ...
ge veerelser, som der er ulige og lige numre, og det NI. 3: 096468 ...
kraever ikke megen snilde at se, at de hele tal ogsa ville . . 0...n..

kunne fa et veerelse pa hotellet. Men hvad sd med ek- | jopne reckkefolge skulle alle reelle tal

i 3 i ? .
sempelvis brekerne, altsa de rationelle tal? Det var den ;1m0 og | gerne vere, men Georg

tyske matematiker Georg Cantor(1845-1918), der bevi- -, i qannede sa det helt nye decimaltal,

ste en-til-en korrespondancen imellem de rationelle tal - 3 (.4 at tage ét ciffer fra hvert af de op-

og de naturlige tal, og han beviste ogsa, at der ikke stillede decimaltal og gore det nye deci-

kunne laves en en-til-en korrespondance imellem de 11 1< tilsvarende ciffer forskelligt:

reelle tal og de naturlige tal, altsd at man ikke ville
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d's leiffer # Nr.l' s Lciffer Figur 1:

d's 2.ciffer # Nr.2' s 2.ciffer : # 4 , ® . Tt
d's 3.ciffer # Nr.3' s 3.ciffer 1 141 24 —» 34 M = &1 61 ewss
d's n.ciffer # Nrn' s n.ciffer VI o 4 o4 e
Det nye decimaltal kunne fx. hedde > L i o e e 2 e e TOE
d=0,345 ..., og med dette decimaltal kun- « : ; ¥ ¥
© 3 143 23 3/3 4/3 503 63 e
ne Georg Cantor se at hans forste anta- I / x / »
gelse om, at de reelle tal kunne teelles, er | 4 1/4 2/ 34 44 54 8. B
ugyldig 1 og med, at decimaltallet d ikke I 7 ¥ 7 ¥
star 1 reekkefolgen. Pd denne made fandt ? e & = ' = . hid " P e
Georg Cantor frem til, at de reelle tal & ,;5 o a 7 o : a8 R
matte have en storre grad af uendelighed | , 2 . . . . " R~
end de naturlige, og han opfandt derfor et . : : $ . : ' e

NI B R S ICREIEp et vt el Ovenstéende billede illustrerer Georg Cantors bevis for
c. en-til-en korrespondancen imellem breker og naturlige
Georg Cantor var en glimrende matema- [EBEENSLIREIEEIFEDIRERIEISRIEMEL BV
tiker, men desveerre endte han sine dage |REQURGEEREGTE ST R GITANO EISEE clu;

med skiftevis tjekke ind og ud af diverse |[ENEENTUIES OIS NG St B TR IR TR

anstalter. Alligevel var det arbejde, han nalt til vaerks, heraf navnet diagonalmetoden.
lavede sa genialt og banebrydende, at det

danner grundlag for nutidens matematik.

L2es mere om emnet i:

. Baktoft, Allan: Videnskabsteori for ren ma-

tematik. I: Natskyggen, 2010, Sektion: 8:
Uendelighed, s. 28m-28m (Artikel)

. Brandt, Jorgen og Knud Nissen: Q.E.D. - en
mtroduktion til matematisk bevis. 1. udg.
ABACUS, 1997. (Bog)

. Mejlbo, Lars: Om Det Uendelige, Matema-
tikkens Aspekter. 1. udg. Matematikleerer-

foreningen, 1991. (Bog)




Meta-opgavedel

Matematik er et sprog, som virker fjemt for mange. Der bliver ikke bragt mange artikler om mate-
matik 1 de store aviser sasom Politiken, Jyllandsposten eller 1 tabloidaviserne, fordi deres modtage-
re ikke er interesseret 1 matematik. Pa den baggrund veelger jeg at skrive en populearvidenskabelig

artikel, idet malgruppen for en sadan artikel vil have stor interesse for matematik.

Artiklen kalder jeg "Uendeligheden”, og det gor jeg, fordi det er et staerkt ord med meget kraft
bag. Det fungerer som blikfang og er noget, som modtageren vil teenke over bagefter.

Artiklen indleder jeg med at appellere til modtagerens egen erfaringer med begrebet uendelig, for
derefter at pirre modtagerens nysgerrighed med satningen: "Men hvad er uendelighed sa? Et tal?
Et symbol? Kom med pa rejsen og find ud af det.”. Efter indledningen forklarer jeg sa de matema-
tiske begreber ved hjaelp af abler, kurve og fingre og uddyber selve begrebet uendelighed. Jeg af-
slutter artiklen med seette 1 perspektiv til nutidens matematik og giver laeseren muligheden for selv
at laese videre om emnet vha. en “laes mere-boks™ 1 stedet for et noteapparat.

Opgavens formal

Opgavens hovedformal er at docere, altsa at formidle noget stof og pa den made belere modtage-
ren'. Jeg har forsogt at fa artiklen til at skabe forstaelse for et abstrakt begreb pa en overskuelig
made. Det er netop denne grad af abstrakthed, som leeseren far indblik 1, 1 artiklen.

Artiklens formidling

En populaervidenskabsartikel er en artikel, som populeert formidler noget stof til alle. Med alle me-
ner jeg lystlaesere og laegfolk. Der skal veere praesentation af tekster og illustrationer af pointer og
pastande’.

Artiklens udformning - de mange indgange

Artiklen skulle gerne vare udformet pa en made, sa laeseren bliver lokket, for de overhovedet har
lzest teksten. Til dette har jeg benyttet principperne fra laeserens scanner-laesning’:

Jeg har en trompet, som introducerer laseren til emnet og leder blikket videre til rubrikken. Til
rubrikken har jeg benyttet funktionen "WordArt” til at give det et paent udseende, som samtidig
fanger laeseren. I anslaget slar jeg temaet an og giver laeseren et lille indblik 1 uendelighedens man-
ge sider. Til at opdele bradteksten laver jeg mellemrubrikker, som visuelt indbyder leeseren til at
leese artiklen de steder, som matte veere interessante og relevante for leeseren.

1: Borup, Helle: Ud med sproget. Side 67m

2: http:/assuu.com/nmudtsjaellands-gymnasieskoler/docs/srp_ny-fornmdlingsopgaven 13 december 20097
mode=embed&layout=http://skin.issuu.com/v/color/layout.xml&backgroundColor=2A5083 &showFlipBtm=true . Side
3

3: http://Assun.com/midtsjaellands-gymmnasieskoler/docs/srp_ny-formidlingsopgaven 13 december 20092
mode=embed&layout=http://skin.issuu.com/v/color/layout.xml&backgroundColor=2A5083 &showFlipBtm=true . Side
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Fra laeserens scanner-laesning kan jeg se, at det 1 hoj grad er illustrationer og billeder, som laeseren
ser. Derfor vaelger jeg at lave mange faktabokse med iojnefaldende farver, og som kan laeses uaf-
hangigt af selve artiklen. Pa denne made kan leseren fa viden fra artiklen, uden rent faktisk at lae-
se hele artiklen. Jeg bruger relevante billeder sasom billedet af Aristoteles og Hilberts Hotel, og
alle faktabokse og billeder er desuden omhyggeligt valgt, sa de ikke blot er fyld uden formal.

Alle disse udformningsovervejelser bygger grundlaeggende pa, at leeseren skal have mange forskel-
lige indgange til artiklen. Jeg fokuserer mest pa indholdet 1 artiklen, og derfor er det layoutmeessi-
ge aspekt 1 artiklen ikke sa fremtraedende, som det ellers ville vaere 1 [llustreret Videnskab.
Retoriske virkemidler

T artiklen er det vigtigt, at laeseren ikke sidder og har mistro til, hvad jeg skriver. Derfor skal jeg
opbygge min etos 1 forhold til laeseren. Generelt kan man opbygge etos pa tre made:

1.  Atudvise viden og kompetencer

2. Atvere anstendig

3. At imedekomme lasere

Da laeseren ma formodes aldrig at have laest noget, jeg tidligere har skrevet og samtidig aldrig har
medt mig, sa kan jeg ikke bruge punkt 2 til meget. Sa hvis jeg vil opbygge min etos 1 forhold til
den typiske laeser af [llustreret Videnskab, kraever det, at mit sprog og formuleringer udstraler vi-
den, overskud, og at jeg kender emnet ned 1 detaljer. Der ma altsa ikke vaere noget sted 1 artiklen,
hvor mine formuleringer virker svage, udetaljerede eller usikre. Udover dette skal jeg veere imede-
kommende 1 formuleringeme og gore kommunikationen imellem laseren og jeg sa jevnbyrdig
som muligt. Dette er det svaereste, idet at kommunikationen er asymmetrisk til at begynde med.
Jeg skriver om matematiske fakta, sa pa den made bliver min artikel understettet af hele matema-
tikkens historie.

Man siger jo, at halvdelen af ens maltid bliver spist med @jnene. Den imaginare og emotionelle
oplevelse af, at noget er peent og flot, er altsa af afgerende betydning. P4 samme made kan man
forestille sig, at halvdelen af artiklen bliver leest igennem de flotte billeder eller illustrationer. Det-
te er en appel til pathos, som jeg udnytter ved at bruge faktaboksene 1 forskellige farver og bille-
deme pa forsiden af de forskellige uendeligheder.

Om Illustreret Videnskab* og deres laesere

Magasinet kendes for de ganske sarligt udvalgt billeder og illustrationer, som forklarer komplekse
sammenhange pa en nem og letforstaelig made. Magasinet har en helt sarlig integration af tekst,
billeder og illustrationer. Det er denne integration af tekst, billeder og illustrationer, som jeg benyt-
ter mig at'1 min artikel, fx ved illustrering af en maengde vha. @bler, eller ved at forklare

4: Tlustreret Videnskab. Udgivet af Jens Henneberg. Internetadresse: http://illvid.dk/om-illustreret-videnskab - Besogt

d. 21.12.2010 (Internet)




letforstaeligt, hvad en bijektion er vha. fingre.
Malgruppen er’:

. 2/3 mandlige laesere mellem 17 og 49 ar

. Veluddannede

. Hojere indkomst
. Teknologisk interesserede
. Rejser meget

. Kvalitetsbevidste
Sproget
Den sproglige udfordring i artiklen er, at jeg ikke skriver, som en matematiker ville skrive, men

derimod som en journalist pa Illustreret Videnskab ville skrive.

Opl=e Postkort Leksikonartikel Lovtekst

Snak m. ven Sms Essay Brev fra kommunen

populervidenskabsartikel

Ovenstiende linje kaldes for Mundtlig-skriftlig-linjen® og skal vise, hvor min artikel gerne skulle
ligge. Forholdet imellem tale- og skriftsprog skal veere 20:80, for pa denne made belarer artiklen
modtageren 1 ef forstaeligt sprog. Man kan sige, at der skal veere enkelte traek fra essay-genren og
en del treek fra leksikonartikel-genren, for at artiklen fungerer optimalt.

Eksempelvis vaelger jeg at skrive “en-til-en korrespondance™ 1 stedet for det matematiske udtryk
“bijektion”. Dette veelger jeg, fordi en korrespondance er noget, som leeseren vil kunne forsta og
forholde sig til, 1 modseetning til en bijektion.

Fravalg

Logisk nok har jeg ikke veeret i stand til at skrive om alt det matematiske materiale 1 artiklen. Jeg
har undladt store dele om emnet Kardinaltal, fordi jeg mener, at jeg har beskrevet, hvad kardinaltal
og kardinalitet er kort og godt i artiklen.

Jeg undlader at skrive om det matematiske bevis for en uendelig kvotientreekkes endelig sum. I
stedet preesenterer jeg leeseren for en kvotientraekke og giver derefter laeseren den endelige sum.
Til sidst 1 artiklen er Georg Cantors forste diagonalbevis for de rationelle tals taellelighed blot illu-
streret med en kort forklaring. Dette skyldes, at jeg hellere vil fortelle leeseren om det andet

5: http://issun.com/midtsjaellands-gymnasieskoler/docs/srp_nv-formidlingsopgaven 13 december 20097
mode=embed&layout=http://skin.issuu.com/v/color/lavout.xml&backeroundColor=2 A5083&showFlipBin=true. Side

4
6: Borup, Helle: Ud med sproget. Side 90

]
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diagonalbevis for de reelle tals uteellelighed, og derfor, at hensyn til laeserens overblik, undlader at

ga 1 dybden med det forste bevis.

Konklusion

Der er nu blevet redegjort for begrebet uendelighed, heriblandt uendelige maengder, taellelig- og
utaellelig uendelighed, kardinaltal og maegtighed. Yderligere er der blevet gjort rede for paradokset
om Achilleus og Skildpadden og Hilberts Hotel.

Der er meget at overveje 1 forbindelse med en popularvidenskabsartikel, og det kan ga meget galt,
hvis man ger sig de forkerte overvejelser. Kommunikationsmetoder, layout og formuleringer er

blot et lille udsnit af alle de omrader, man skal gere sig nogle overvejelser pa.

Jeg onsker at afslutte projektet ved at citere Gert Fosgerau fra bogen Midt 1 Matematikken:
... fristes man til at sperge: Jamen, hvad er sa matematik? Svaret ma vare: Interessant og spce-

nende. (s. 35 linje 10-11)”, og pa samme made beskrive uendeligheden: interessant og spaendende!
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